2. cviceni - reSeni

Priklad 1 (a) M C R" je kone¢na.

Oznatme M = {x1,...,xx} - jelikoz je M konecné, tak takové body z; € R™ existuji.

Ukazme nejdiive, Zze je M uzaviena. K tomu je potieba ukazat, ze H(M) C M. Pro spor piedpok-
ladejme, Ze existuje € H(M) \ M. Pro kazdé i € {1,...,k} naleznéme r; > 0 takové, ze x; ¢ B(x,r;) -
takové r; existuje, neb sta¢i napt. vzit r; = %ﬂjl)

Definujme r = min{ry, ..., r;}. Pak zfejmé B(z,r) N M = (), coz je v rozporu s tim, ze x € H(M).

Zbyvéa dokazat omezenost mnoziny M. Pro kazdé i € {1,...,k} ozna¢me p; = p(0,z;), kde 0 je
pocatek. Naleznéme R > max{pi,...,pr}. Pak ziejmé M C B(0, R), coz nam dava omezenost mnoziny
M.

7 Véty 12 nyni plyne, Ze je M kompaktni.

Priklad 1 (b)) M = [a,b], kde a,b € R,a < b.
Ziejmé jde o uzavieny interval. Co se tyce omezenosti, lze snadno vidét, ze M C B(0, max{|al, |b|}).
7 Véty 12 nyni plyne, Ze je M kompaktni.

Priklad 1 (c¢) M = (0,1)
Mnozina M neni uzaviena, neb H(M) = {0,1} neni obsaZena v M.
7 Véty 12 nyni plyne, Ze neni M kompaktni.

Priklad 1 (d) M = {z,: n € N}U{z}, kde z, e R,n € N, a x = lim;,_y00 T, € R.

Abychom ukazali, ze je M uzaviena, sta¢i ukazat, ze y ¢ M — y ¢ H(M). Necht tedy y € R\ M.

Oznatme r = p(x,y). Pak B (y, %) ,B (x, %) jsou disjunktni. Naleznéme ny € N t.z. pro kazdé
n € N,n > ng plati, ze z, € B (m, %), tedy x,, ¢ B (y, %) Necht R < min {g,p(y,xl), e ,p(y,xno)}. Pak
B(y,R)N M = ), tedy y nemtzZe byt hraniénim bodem mnoziny M dle definice.

Nyni dokazme omezenost mnoziny M. Oznac¢me g = p(0,z). Naleznéme my € N t.z. pro kazdé
n € N,n > mg plati, ze x, € B(xz,q + 1). Naleznéme @ > max{q + 1,p(0,z1),...,p(0,zm,}. Pak lze
snadno nahlédnout, ze M C B(0,Q), tudiz je M omezena.

7 Véty 12 nyni plyne, Ze je M kompaktni.

Vyse uvedeny postup by fungoval i v R¥ pro libovolné piirozené k.

Piiklad 1 (e) M = [22 + ¢% = 1]
Ziejm& M je kruznice o poloméru 1, tedy M C B(0,2). Uzavienost mnoziny M plyne z Véty 11.
7 Véty 12 nyni plyne, ze je M kompaktni.

Piiklad 1 (f) M = [22 +y? + 22 = 1,2 = % + 2?

Uzavienost mnoziny M plyne z V&t 11 a 2, 5, neb M = [22 + 32 + 22 = 1] N[z — y? — 22 = 0] za vyuziti
toho, 7e funkce f(z,y,2) = 22 + 3%+ 2% a g(x,y,2) = © — y? — 22 jsou spojité.

Omezenost mnoziny M plyne z toho, Ze ziejmé M C B(0,2), jelikoz kazdy bod M je od pocatku
vzdalen presné 1.

7 Véty 12 nyni plyne, Ze je M kompaktni.

Piiklad 1 (g) M = [2? +4y* < 1,|2| < 1]

Opét uzavienost mnoziny M plyne z Vét 11 a 2, 5.

Pokud x? + 492 < 1, pak 2% + y? < y? + 4y®leql, tedy M C B(z,1). Mn. M je tedy om.
7 Véty 12 nyni plyne, Ze je M kompaktni.

Piiklad 1 (h) M = [22 + y?> > 1]
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Ziejmé (0,y) € M pro kazdé y € R. Z toho plyne, Ze M neni om. Pokud by om. byla, pak by
existovalo r > 0 takové, ze M C B(x,r). Avsak (0,7 +1) € M, (0,7 +1) ¢ B(0,r).
Z Véty 12 nyni plyne, Ze neni M kompaktni.

Piiklad 1 (i) M = [z +y = 4]
Plati M = [y =4 — z]|. Tedy M = {(x,4 — x): x € R}. Spoc¢téme si vzdalenost bodu (z,4 —z) € M
od pocatku:

p((0,0), (z,4—2)) = /(= 02+ (4 —x — 0)2 = Va2 + 22 — 8z + 16 = /222 — 8z + 16.

D4 se ukazat, Ze lim, o0 p((0,0), (2,4 — x) = lim,_ o0 V222 — 82 + 16 = oo.

Z toho plyne, Ze pro kazdé r > 0 existuje x blizko nekone¢nu takové, ze p((0,0), (x,4 — x)) > r. Tedy
pro kazdé r > 0 plati, ze M \ B(0,r) # (.

Mn. M proto neni om.

7 Véty 12 nyni plyne, Ze neni M kompaktni.

Piiklad 1 (j) M = [z +y < 1]

Pro kazdé = € R plati (z, —z) € M. Navic p(0, (z, —z)) = v/222 = £v/2. Z toho lze snadno nahlédnout,
ze pro kazdé r > 0 plati M \ B(0,7) # (). Mn. M proto neni om.

7 Véty 12 nyni plyne, Ze neni M kompaktni.

Priklad 1 (k) M =[z+y <1,2 >0,y > 0]

Ziejmé pro (x,y) € M plati, ze x,y € [0,1]. Z toho plyne, ze M C B(0,2) a mnozina M je tedy om.
Uzavienost této mn. plyne z Véty 2, 5 a 11.

7 Véty 12 nyni plyne, Ze je M kompaktni.

Priklad 1 (1) M = [z + 5 < 1,2 > 0,y > 0]
Uzavienost M se ovérf klasicky.
Necht (z,y) € M. Pak ¥z < 1, tedy < 1, tedy 22 < 1 a pro y analogicky. Pak 22 + y? < 2 < 3.

Pak /22 + 92 < /3 < 3, tedy M C B(0,3) a M je om.
7 Véty 12 nyni plyne, Ze je M kompaktni.

Piiklad 1 (m) M =[y > -l +y<l,z—y> -]
Uzavienost M se overf klasicky.
Necht (x,y) € M. Pak

y>—-1hNe—y>-1 = z>2y—1> -2
x> 2N24+y<1l = y<1—-2<1+2 = y<3
r+y<lANy>-1 = 2<1-y<2 = <2

Dostavame (z,y) € M = -2 <z <2, -1 <y <3, tedy max{|z|,|y|} < 4. Pak (z,y) e M =
Va2 +y? < V42 +42 < 16, tedy M C B(0,16) a M je om.
7 Véty 12 nyni plyne, Ze je M kompaktni.

Piiklad 1 (n) M =[x +y+ 2= 1,22 +y? = 2]

Uzavienost M se ovéri klasicky.

Ovéfme omezenost mnoziny M. Necht (z,y,z) € M.

Jelikoz z = x?+y?, tak z+y+22+1y% = 1, pomoci doplnéni na étverec dostavame (x + %)24— (y + %)2 =
Tato rovnice piedepisuje kruznici, tedy z? + y? je om. Konkrétné zminéna kruznice méa stied v bodé

—l) a polomér %, tedy plati, ze napt. (z,y) € B(0,4).

3
5-
(=33
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Mn. M je om.
7 Véty 12 nyni plyne, Ze je M kompaktni.

Piiklad 1 (o) M =22+ 2y =1L, 2 +y+ 2z =1]

Uzavienost M se overi klasicky.

Ovéfme omezenost mnoziny M. Necht (z,y,z) € M.

Rovnice 22 4 2y% = 1 dava elipsu. D4 se tedy snadno ukazat, Ze existuje M > 0 t.z. |z, |y| < M. Plati
1-M-M<z=1-z—-—y<1l+M+ M. Tedy K =max{|l — M — M|,1+ M + M} plati, ze |z| < K.
7 toho plyne, ze

Va2 + 2+ 22 < VM2 + M2+ K

tedy M C B(0,vVM? + M? + K) amn. M je om.
7 Véty 12 nyni plyne, Ze je M kompaktni.

Piiklad 1 (p) M =[z+y+2=0,22+y*> — 2 =0

Uzavienost M se ovéif klasicky.

Ovéfme omezenost mnoziny M. Necht (z,y,z) € M.

Jelikoz z = 22 + g2, plati, ze x + y + 22 + y? = 0, z &ehoZ plyne, Ze (CE + %)2 + (y + %)2 = % Da se
snadno odvodit, ze 22 + 32 je om., tedy i z je om., tedy lze ukazat, Ze i M je om.

7 Véty 12 nyni plyne, ze je M kompaktni.

Priklad 1 (q) M = [2% +y? + 22 = 4,22 + y? < 2]
Uzavienost M se ovéri klasicky.

Ziejmé M C B(0,5).

Z Véty 12 nyni plyne, Ze je M kompaktni.

Va3—1

1—x2

Priklad 2 (a) f(x)
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B R R
fla)= 1— a2 - (1 _1:2)2 =
%' x§—1 (3x2) ’ (1 - $2) — Va3 —1(-22)

(1—2?)°
_3;102-(1—332)—1—41‘-(3@3—1) _

2(22—1)% Vz¥ —1
2t + 322 — 4x 3+ 2?2 + 4z

20— Dz+1)2 VP —1 2@ —1)(z+1)2Vad -1

V poslednim kroku jsme vyuzili toho, Ze

(2 +32% —42) : (z — 1) = 23 + 22 + 4a.

Priklad 2 (b) f(z) = log (cos (%))

"(2) = (log (cos (%)) = 1 - (cos (e%)) = 1 - (—=sin(e®)) - e¥ =
(@) = (o (o0s (€)= s+ 608 () = s+ (—sin ()

= —tan (e”) - €e”

Priklad 2 (c) f(z) = (cos(2z) — €27)

) = ((eostze) = )Y = 3 o) — ) " con(zn) ) =
— 3. (cos(2z) — e¥) 1 (—sin(2x) - 2 — 26%*) =
=6 (cos(2z) — 6233)74 - (sin(2z) + €**)

Priklad 2 (d) f(z) = arccos (1) - log (23 — 22 + 1)

T

Fe) = (avccos (1) 1og (o~ 20+ 1))' _
= <arccos <;>>, -log (2° — 22 + 1) + arccos (i)  (log (2 — 22 + 1))/

Spocitejme derivace v poslednim radku.

Matematika 2, 2024 /25



1
(23 — 22 + 1)

322 —2

(log (373 —2x + 1)) = m

(2 —2241) =

log (ac3 — 2+ 1) 1 3z —2
, e _— - —
fi(z) = T + arccos <x> @ o+ 1)

Priklad 3 (a) f(z,y) = 352 — 4y? + 322y
D(f) =R?

Vypoc¢téme % (z,y) - tj. zderivujme f(x,y) podle z a predstirejme, Ze y je jen &islo.

of _0(35z)  9(4y*)  0(32%y) _ _
8m<x7y)_ or Oz + Ox = 35— 0+ bzy = Gy + 35

Dale pocitejme % (z,y) - tj. predstirejme, ze x je ¢islo a derivujme podle proménné y.

of _0(35x) 947 | 0(3a%y) - )
ay(x,y)— oy " oy T oy =0+ 8y + 32> =8y + 3z

Obé derivace jsou definované na celém D(f), tedy mame hotovo.

Piiklad 3 (b) f(z,y) = 2

T

D(f) =R*\{(z,y) € R*: x = 0} = {(z,y) € R*: z # 0}

g(x ) = sin o 0 (1 __siny2

or \x x

2

g 2y cos y

3y (z,y) = 2y (smy ) = _ - cosy 2y =

1
T x

ODbé derivace jsou definované na celém D(f), tedy mame hotovo.

Piiklad 3 (c) f(z,y) = ¥ + sin (z + v)
D(f)=R?

of

o (z,y) = ye™ + cos (v + )

of

9y (x,y) = ze®™ + cos (z + y)

Obé derivace jsou definované na celém D(f), tedy mame hotovo.
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Priklad 3 (d) f(z,y) = xtan {
Funkce tan neni definovéna pro hodnoty § + km, k € Z. Tedy % # 5 + kn. Navic y # 0 (podminka ze
zlomku).

D(f) = {[z,y] €R?: y #£ 0,2 # T + km, k € T}

8f( ) 1 1 —x?
oy Y cos? m 2 y2 cos? Z

Obé derivace jsou definované na celém D(f), tedy mame hotovo.

Priklad 3 (e) f(x,y) =¥
D(f) = {[z,y] € R%: 2 > 0}, neb obecna mocnina je definovana jen pro kladna z.

of _ 9 [ ylogz _ ylogz . O _ylogz Y _ y Y y-1
%(xay)*%(e )—6 ‘%(y-logx)fe il

L) = 5 (er1o57) = ertor L (g doga) = 757 - logz = o7 o
Yy Yy )

ODbé derivace jsou definované na celém D(f), tedy mame hotovo.

Piiklad 3 (f) f(z,y) = Va? + 3

D(f) =R?
) 1 1 2
A o) =5 B2 = L
’ Jareg? iy
Pravé spocitana derivace je definovana pro v/ (z3 + y3)2 # 0, tj. pro x # —y. Pro z = —y je tieba

derivaci podle x spocitat zvlast. Zvolme tedy y € R a zkusme z definice pocitat fL(—y,y).

f(~y+ty) = f(~y,v)

/— :1 fry
fo(=y,y) = lim "
R (e
R Al il A S N A
50 t -
i VB =3Py 3t — Py — Yy
t—0 t
t3— t2 t2 i 2
_ iy ¢ 3V 31 spol {/hm1—3y+3y
t—0 3 t—0 t t2
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Posledni limita vychazi jako realné ¢islo pouze pro y = 0. Tedy pro f.(0,0) =1 aproy #0 f.(—y,y)
neexistuje.

Jelikoz plati f(z,y) = f(y, ), tak plati, ze fy(z,y) = f;(y,z), a proto pro z # —y plati nasledujici.

of R
Y V(23 + %)

Stejnym zptsobem se ukéze, Ze f?;(—y, y) neexistuje pro y # 0 a je rovna 1 pro y = 0. Tim jsme
vyftesili derivaci na celém, D(f) a mame hotovo.

Alternativné lze vyuzit toho, ze funkce f je v bodech (—t,t) pro t € R spojitd podle proménné z.
MizZeme totiz vyuzit Véty 44 - ZS.

of - of . z? lim, 0 %5 = 1, t=0,
or (=) = xlgr—lt %(x’t) - :clgr—lt W B {”fo” xtedy neexistuje, t#0
Priklad 3 (g) f(z,y) = || - |y|
D(f) = R
K vypocteni f, si vypocet rozdélme na t¥i Casti:
z-lyl, x>0
flz,y) =<0, x=0

of B 0 B
%(ﬂf,y)—%(ﬂf-lyl)—lyl, z>0

af B 0 L
%(:C,y)—%(—x~|y|)— lyl, =<0

Pocitejme f1(0,y). JelikoZ je ziejmé funkce f v bodé (0,y) spojita pro libovolné y, muzeme pouZit
vétu o spojitosti derivace. Z té vyplyva, ze f.7(0,y) = limy—ot f2(2z,y) = limy_04 |y| = |y|. Podobné
f27(0,y) = —|y|. Pokud tedy y # 0, pak f.(0,y) neexistuje. Naopak f.(0,0) = 0.

Za vyuziti zfejmého vztahu f(z,y) = f(y,z) dostavame nasledujici.

Of (.= 9 _
5y @) =5 - la) =lel. y>0

of . B
;y(w,y)—ay(—y lz|) = —|z|, =<0

A pokud z # 0, pak f;(z,0) neexistuje. Naopak f,(0,0) = 0.
Tim jsme vyftesili derivaci na celém, D(f) a mame hotovo.

Matematika 2, 2024 /25 7



3/ log (22 2 T
Priklad 3 (h) f(z,y) = {o rutesa, L;j i {8’8}
D(f) = B?

Pro [z,y] # [0, 0] plati nasledujici.

0 log (22 + 12 &/x2 +
OF (4y) =20 [ B HV) T
ox 3/0 o 2 x’+y
3¢/ (x2+y)
Pravé spoctené derivace je definovana pro y # —22. Pro y = —x? je tieba derivaci spocitat zv1ast - z

definice (nemame dokazanu spojitost f v bodé [0,0]).
Pro y = —2? (tedy mame zahrnut i bod [z,y,] = [0,0]) plati:

af V2 + 2xt log ((:c +1)? + x4>
oz (@ y) = I t -
i V2 + 2atlog (22 + 2t + 2t + t2)
= 11m
t—0 t

Je-li 2 + 2% # 1, pak log (IL‘2 + 2t + 2t —|—t2) — log (xz —|—ac4) # 0. Navic plati, Ze 37”2?'2’” =

{/ tﬁ# =3 tt# — % = sign (z) - c0. Z toho nyni plyne, ze pro x? 4+ x* # 1 derivace f, v bodé (x, —z?)

neexistuje.
. V242t log (o2 4ot + 20t 412 . . :
Je-li 22 4+ 2% =1, pak rret Og(xt ot 2ottt?) — %. Pouzijeme tedy I’'Hospitalovo pravidlo (znamé z

minulého semestru) a pocitame dal. Dostavame nésledujici limitu (za vyuziti vztahu 22 4+ 24 = 1).

log (1 + 2zt + t2) N V2t + 2
2

lim (2z + 2t) -
t—0

3/
Plati, ze 2uitt? % prot — 0.

t2+2xt+1
2
Plati, Ze M 8, pouzijeme tedy opét 'Hospitalovo pravidlo a dostavame nésl.
3%/ (2wt+t2)
1 2t+2x 1 1 V2wt+2 10
M3 Trostr e 2Tz Ny Tiomae 21 0
3 Y 2ut+12
Derivace podle y se spocte analogicky.
-1
peSwr
Priklad 3 (i) f(z,y) = {@ s eyl £ 10,0
0, [z,y] = [0,0]
D(f) =R?
Pro [z, y] # [0, 0] plati nasl.
of - 1
7 x7y — ez +zy+y2. . 2x+y
356( ) (22 + 2y + y2)? ( )
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Pro [z,y] = [0, 0] je tfeba spodist f. zv1ast.

-1
af e (0+1)2+t-0+02 _

95 — 1
Ox (0,0) 20 t

Proto f;(0,0) = 0. Vypocet f; je obdobny.
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